EXERCICES MPSI B4 SERIES R. FERREOL 16/17

I) SERIES A TERMES POSITIFS.

1. Etudier la nature des SATP de terme général u,, suivantes (a > 0) :

nl

n!

(c) v

4214+ ... +n!
(n+p)!

27 (sin )"
n2

1
(f) alnn

1

(8) 7

1
ano‘
(na)"l

n!

.\ log, a
§) @(a #1)

1
(k) —
1+—
n n

o (25)"

2. : Constante d’Euler.

, p entier naturel.

;o€ (0,7

(a) Etudier la nature de la suite (uy,) = (hy, — Inn) en étudiant la nature de la série ¥ (u, — up—1)

1
(b) * Etudier la nature de EaT’ a>0.

3. : Calculs de sommes.
Justifier la convergence et calculer les sommes suivantes :

oo

n
(a) g ———5— (décomposer en éléments simples de deuxiéme espéce).
gnt s+ 1
oo 2
n—1
b _
(b) ;n‘i +n2+1

6'”
(c) Z (3n+1 — gnt1) (3n — 2n)°

n=1

REP : 1/2,1/2, 2.

4. * : Troisiéme démonstration de la nature des séries de Riemann.

1 1 1 1 3

Dé t Y¥— DV tilisant -t — >

(a) Démontrer que - en utilisan k*1+k+k+1 -
(b) Démontrer que Ei CV pour « > 1 en utilisant 1 + 1 < 2
que X CV p F T S e
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5. Série des max, des min dans le cas positif.
Soient Xa,, et Xb,, deux SATP.

(a) Si ces deux séries sont convergentes, que dire de ¥ max (ay,by,) 7

(b) Si ces deux séries sont divergentes, que dire de ¥ min (ay, by) ?

6. Soit o une bijection de N* dans lui-méme.

(a) Montrer que E;Q CV.
(o (n))

1
(b) Montrer que ¥—— DV.
o (n)

b 1
(a) On suppose que u, = a + - +0 <§) . Démontrer que Yu,, CV ssia=0b=0.

(b) Déterminer les polynomes réels P tels que la série de t.g. u,, = vn* + 3n2 — {/P (n) est convergente.

()

1 1 1
P E L —
\/E \/?‘, v/10000

Indication :

-b a®> 3\1
MontrerquePX3+aX2+bX+c,etqu’alorsun§+<?+%+Z)E+

8. En comparant avec une intégrale, déterminer la partie entiére de 1 + —

REP : 198.
=1 72
9. *: Dé tration d E—:—.
émonstration de n:1n2 5

(a) Soit 6 # 0 [x] ; écrire cle développement de sin ((2n + 1) ) en fonction de sin 6 et cot 6.

k
(b) En déduire un polynéme P, de degré n dont les racines sont les cot? 5 :r_ T I k< n.
n
n k’]‘[’ n 1
2 . 2 .
(¢) En déduire Zcot 1 puis ZW
k=1 k=1sin
2n+1
(d) En déduire i = — en utilisant que si a €]0,7/2[, cot? a < = < 12 .
n=1 a? " sin®a
e n 1

2etz:

oo
1 2
10. Sachant que — = —, donner les valeurs de S

1
: At-on: (1) Xu, CV & (2) u, << m 77

(a) Montrer que si (uy,) est décroissante positive (1) = (2) est vrai.
2n

Méthode 1 : minorer Z U

k=n+1
n

Méthode 2 : calculer S,, = Zk: (ug — ug41) ; justifier que (S,) posséde une limite ; montrer que cette limite est

k=1
forcément finie, et conclure.

(b) Montrer que (1)= (2) est faux, méme pour des SATP

1 . . . . 1 . .
REP : u,, = — si n est une puissance de 2, et u,, = 0 sinon, ou si on veut u,, > 0, u,, = — si n est une puissance
n

de 2, et u,, = on sinon.
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(c)

Montrer que (2)=- (1) est faux, méme pour des SATP (penser aux séries de Bertrand).

12. * : Formule de Stirling.

()

n
En comparant avec une intégrale, donner un équivalent simple de Inn! (:Zlnk ). L’exponentielle de cet
k=1

équivalent est-il un équivalent de n! ?
Montrer que la comparaison avec une intégrale permet de montrer que Inn! =nlnn —n+o(n).

On conjecture que Inn! =nlnn—n+alnn+b+o0(1).

Posons u, = Inn! —nlnn + n — alnn, cherchons un équivalent de u, 1 — u,. En déduire que a = 1/2. Montrer
que pour a = 1/2, la conjecture est exacte.

n 2n)! An\"
En déduire que n! ~ (g) Vnel, et que (:') ~ 2 (g) )

(2n)! 1 |
220 (pl)?  /nm

la formule de Stirling.

Sachant que (résultat obtenu par les intégrales de Wallis), démontrer que e” = /27 et en déduire

13. * : Amélioration du critére de D’Alembert : le critére de Duhamel.

Soient Xu,, et Yv, deux séries a termes strictement positifs.

(a)

(b)
(c)

(d)

. (2 (% .
Montrer que si APCR, ntl < "H, alors la convergence de Yv, entraine celle de Yu,, et que la divergence de
Un, Un,
Yu,, entraine celle de Yv,,.

. 1 v 1
Soit v, = —5i montrer que LA é +o <—> .
n Un, n

1
Soit Yu, une SATP ; on suppose que Tntt _ 1-—- ¢ +o0 (—> (on est donc dans le cas douteux de D’Alembert).
U n

n n
Montrer que si « > 1, alors Yu,, CV et que si a < 1, alors Xu,, DV.
1.3....2n—-1) 1.3....(2n—-1)

Appliquer ce critére a u,, = , puis u, =

2.4..2n 24...(2n+2)

14. * : Suite de 13, autre critére dans le cas douteux de d’Alembert.

(a)

(b)

Up+1

Soit Yu,, une SATP ; on suppose que =1-—¢,, avec g, > 0,lime,, = 0.

n
Up+1

Montrer que si €, >> %, alors Yu,, CV et que si g, << %, alors Yu,, DV (retenir qu’il y a convergence si
n

. . . 1
ne tend pas "trop vite" vers 1, moins vite que — ne tend vers 0).
n

. N 1
Appliquer & ¥—=, a > 1.

15. * : Critére fin de Duhamel.

(a)

(b)

Up+1

el a
Soit Yu, une SATP ; on suppose que =1-—+0 (#) . Montrer qu'il existe un réel a > 0 tel que u,, ~—
n n

n

Indications : Poser v, = — et étudier la série de terme général In vy, 41 — Inw,.
n

En déduire que Xu,, CV ssi a > 1.

16. : Sur les produits infinis.

(a)
(b)

(c)
()

Vérifier que pour tout réel z, e* > 14 z.
Soit (u,) une suite a termes > 0 ; on pose S, = ug + Uy + ... + Uy P = (1 +up) (1 +uqp) ... (1 4+ uy,) ; vérifier que
Sp < pn L €7
En déduire que (p,) CV ssi Yu,, CV.
1

Calculer lim p,, pour u,, = 5o
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17. * : Sur la série E&.

Soit Yu, une série a termes strictement positifs, et .S, = Z Uf-

k:’no

. U .

(a) Montrer que si Yu, CV alors ¥ —" aussi.
n

Uy,

S’IL

(b) Donner un exemple ott ¥ == est grossiérement divergente.

(c) Montrer que si (u,) est majorée et Yu,, DV alors E% DV ;
n

1
(d) Appliquer ceci pour pour montrer que El—DV.
nlnn

Un

(e) Montrer que si Yu,, DV alors & 5 CV ; indication : — <
S

n n

1
(f) Appliquer ceci pour montrer que ¥——— CV.
n(Inn)

18. * : Critere de la loupe, ou critére de condensation.

(a) Soit (up),~, une suite décroisante positive ; on pose v, = 2"

le cas convergent,

1 o0 00
52”77, < Zun
n=1 n=1

Snf n
indication : In ( 1) ~ fu—.

LEN
Sn—l S’n

Uon : montrer que Xu,, CV < v, CV et que dans

(o]
< E Up,
n=1

(b) Appliquer ceci pour une quatriéme démonstration de la nature des séries de Riemann.

19. *: Soit (u,) une suite & termes positifs telle que ¥n?u2 converge.

(Penser a I'inégalité de Cauchy-Schwarz).
IT) SERIES A TERMES QUELCONQUES

20. :

(a) Donner un exemple ot X (uy, + tp+1) CV mais Xu,, DV.

La série Yu,, est-elle forcément convergente ?

(b) Montrer que Yu,, CV < X (up, + tpt1) CVet ... (condition supplémentaire & trouver).

(¢) En déduire une nouvelle démonstration du théoréme des séries alternées.

21. : Série des max.

Soient Xa,, et ¥b, deux séries a termes réels. Si ces deux séries sont convergentes, que dire de ¥ max (a,, b,) ?

22. : Fonctions génératrices des coeflicients binomiaux.

n

(a) La fonction horizontale f, (x) = Z ( Z > x¥ est bien connue... (donner la réponse tout de méme).

k=0
—+o0
(b) La fonction verticale est g, (z) = Z ( " :z_ K ) zk.
k=0
i. Vérifier que gy, est définie au moins sur |—1,1].

ii. Trouver grace a la relation de Pascal une relation entre g, (z) et g,—1 ().

1

iii. En déduire que g, (z) = m

23. * : Est-il possible de trouver (u,) et (v,) telles qu’on ait simultanément :

(a) Jun| << |vn]
(b) Xv, CV
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(¢) Xu, DV
24. * : Est-il possible de trouver (u,,) telle que

(a) Su, CV et Su2 DV

(b) Yu, CV et Zud DV

I ; indication, déterminer un DL de - L + - J + - i .
N V3n+1  3n+1 3n+2
25. * : La série des moyennes.

REP pour b) u,, =

Soit Yu, une SATP convergente

up + ... + u, . .
(a) On pose v, = LT ; montrer que Yv, est divergente, sauf si tous les u,, sont nuls.
n
U 2u ... +nu w,
(b) On pose w, = — Tt =, Ly = ——
n n+1

i. Montrer que limw, = 0.

n n
ii. Montrer que Zxk = Zuk — Wp41 ; qu’en déduit-on 7
k=1 k=1
(c) On pose y,, = {/uiuz...uy, ; on rappelle que la moyenne géométrique est majorée par la moyenne arithmétique.
Wy
i
(n+1)"
n!

i. Montrer que y, <
ii. Montrer que <em

oo [ee]
iii. En déduire que Xy, est convergente et que Zyn < eZun.

n=1 n=1



